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1 математичні моделі та методи розв’язання задач ПОБУДОВИ ЛІНІЙНИХ КЛАСИФІКАТОРІВ
1.1 Основні поняття та формулювання математичних моделей задач побудови лінійних класифікаторів
Лінійним бінарним класифікатором називається функція 
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Вважається, що задано навчальну вибірку точок з 
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називається проміжком класифікатора 
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називається проміжком класифікатора 
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 дорівнює мінімальній відстані від гіперплощини 
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  до найближчої точки з навчальної вибірки. За умови 
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 дорівнює максимальній відстані від гіперплощини 
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 до точки, яка класифікується неправильно.

Задача побудови оптимальної розділяючої смуги: знайти

[image: image27.wmf]{

}

R

w

R

w

w

w

w

g

g

n

w

w

Î

Î

=

=

0

0

,

*

,

,

1

:

)

,

(

max

0

,                  (4)

функція 
[image: image28.wmf])
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 (проміжок класифікатора) визначена у відповідності з (3).

Для лінійно розділимої навчальної вибірки це є задача побудови розділяючої смуги максимальної ширини. Для лінійно нерозділимої навчальної вибірки це є задача побудови смуги неправильної класифікації, що має мінімальну ширину.
При використанні евклідової норми задачу (4) можна представити у вигляді: знайти 
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при обмеженнях
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Для лінійно розділимих множин 
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, обмеження-рівняння в задачі (5)–(8)  можна замінити на нерівність
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і задача побудови оптимального класифікатора стає задачею опуклого програмування.

1.2 Властивості задачі побудови оптимальної розділяючої смуги
Для лінійно нерозділимих вибірок задача (4) або (5)–(8) є неопуклою, багатоекстремальною та, схоже, NP-складною. Але при спеціальному виборі норми 
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 ця задача є поліноміально розв’язуваною. 

Теорема [11]. Нехай в задачі (4) використовується норма 
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Для пошуку наближеного розв’язку задачі (4), або, що еквівалентно, задачі (5)–(8) при використанні евклідової норми, можна використовувати звичайні алгоритми локального пошуку. Для обчислення оцінки оптимального значення 
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 і одержання більш точних розв’язків задачі (5)–(8) розглянемо куб 
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 максимального об’єму, вписаний в одиничну кулю 
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 визначається однозначно для заданого n. Розглянемо сегменти кулі 
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при обмеженнях
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Нескладно помітити, що 
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Еквівалентні формулювання. Будемо говорить, що 
[image: image55.wmf])

,

(

0

w

w

W

=

 є 
[image: image56.wmf]d

-оптимальним розв’язком задачі (5)–(8), якщо 
[image: image57.wmf]d

£

-

)

(

*

W

g

g

, де 
[image: image58.wmf]0

>

d

. 

Нескладно впевнитись, що після зсуву всіх точок множини 
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при обмеженнях
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Очевидно, що розв’язок 
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при обмеженнях
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Оскільки передбачається, що множини 
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Задачі (15)–(18) й (19)–(23), а також і задача (5)–(8), є багатоекстремальними квадратичними оптимізаційними задачами. Для практичного використання можна розглядати алгоритми пошуку локального мінімуму.
Нехай 
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 – розв’язок цієї задачі. Нескладно впевнитися, що 
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при обмеженнях
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Ця задача близька до формулювання (5)–(8).
Узагальнене формулювання задачі. Розглянемо задачу, в якій значення ознак точок навчальної вибірки визначаються з точністю до деякої випадкової величини. Для врахування таких випадкових збурень сформулюємо задачу побудови оптимальної розділяє смуги, в якій точки навчальної вибірки можуть зміщуватися для поліпшення якості розподілу.

Нехай 
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Розглянуту задача можна представити у вигляді: знайти
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при обмеженнях
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Додаткова величина 
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Якщо задано збільшення значення 
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 та перевірити виконання обмеження (37). Кількість активних обмежень в (34) при цьому збільшується. Тобто положення розділяючої площини буде визначати більша кількість точок навчальної вибірки (за рахунок чого відбувається певна стабілізація розділяючої площини). Нехай вектор 
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 зафіксовано. Позначимо 
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при обмеженнях


[image: image114.wmf]01

,,

tt

wxwytT

x£++Î

,                                                         (39)


[image: image115.wmf]02

,,

tt

wxwytT

x£--+Î

,                                                       (40)


[image: image116.wmf],1,...,

k

t

k

tS

ykK

Î

£h=

å

.                                                           (41)

Ця задача може бути розв’язана досить ефективно.

1.3 Методи побудови лінійних бінарних класифікаторів
У попередніх підрозділах задача побудови лінійних класифікаторів формулюється як задача мінімізації смуги неправильної класифікації точок навчальної вибірки. Ця модель відноситься до класу оптимізаційних задач неопуклого програмування і є багатоекстремальною. Лише в окремих випадках [11] при спеціальному виборі норми ця задача є поліноміально розв’язуваною. 

При обробці медичних даних доводиться розглядати величезну кількість ознак, що збільшує розмірність відповідних оптимізаційних задач. Природними напрямами тут є підходи з підвищення ефективності засобів розв’язування таких оптимізаційних задач та застосування засобів виділення інформативних ознак.
Найбільш загальним підходом для розв’язування неопуклих багатоекстремальних задач є метод гілок і границь, для застосування якого необхідний ефективний і відносно простий метод отримання оцінок цільових функцій цих задач. Для обчислення таких оцінок можуть використовуватися лагранжеві релаксації [15] або споріднені з ними SDP-релаксації [16]. Тут слід згадати і двоїсті оцінки Н.З. Шора [9], які в ідейному плані являють собою лагранжеву релаксацію задач по всім обмеженням за умови невід’ємної визначеності матриці функції Лагранжа. Очевидно, що в разі розділимих множин оцінки, отримані за допомогою релаксації, є точними. У загальному випадку вони можуть уточнюватися шляхом введення надлишкових обмежень [9, 17]. Але при цьому трудомісткість знаходження цих оцінок збільшується, що обмежує можливість використання подібних підходів для задач великої розмірності.

Для опрацювання задач з обмеженнями рекомендується застосовувати точні штрафні функції для переходу до задач безумовної оптимізації [18-19] і методи негладкої оптимізації [8]. При розв’язуванні сформованих задач безумовної оптимізації рекомендовано використовувати алгоритм узагальненого градієнтного спуску, якщо розмірність простору ознак перевищує 300, і r-алгоритм Н.З. Шора [7], якщо розмірність простору менше за 300. 
При створенні відповідного програмного забезпечення слід використовувати сучасні бібліотеки лінійної алгебри, подібні до [19-22] для пришвидшення виконання арифметичних операцій. Застосування таких заходів у рази збільшує швидкість обчислень. Саме комбінація алгоритмів на основі методів негладкої оптимізації та використання сучасних бібліотек лінійної алгебри реалізована у програмних модулях NonSmoothLCLib, NonSmooth, NonSmoothSVC. В розділі 2 буде подано короткий опис розроблених програм, де використовується такий підхід. 
За наявності технічних можливостей перспективним виглядає розпаралелювання на мережах мікропроцесорів. Такий підхід особливо рекомендований у разі великих вибірок даних, коли розмірність простору ознак складає десятки тисяч. 
Слід враховувати також особливості оптимізаційних задач у конкретних випадках. Зокрема, додаткові вимоги, які можуть сформулювати спеціалісти, можуть вплинути на зменшення кількості інформативних ознак. 
Коротка характеристика розробленого програмного забезпечення надається в розділі 2.

1.4 Порівняння з методом опорних векторів у випадку лінійно нерозділимої вибірки
У випадку лінійно нерозділимої вибірки для побудови класифікаторів в даний час використовуються найрізноманітніші критерії та математичні моделі. Широко застосовується такий критерій, як мінімізація емпіричного ризику, тобто числа точок навчальної вибірки, які класифікуються неправильно. Вибір такого критерію представляється не завжди виправданим. Задача, що виникає при такому підході, є NP-складною, тому для побудови класифікаторів використовуються різні спрощені математичні моделі і спеціальні евристичні методи і алгоритми [11]. Найбільш відомим є метод опорних векторів SVM (support vector machine).
Для порівняння запропонованих підходів з методом опорних векторів був проведений обчислювальний експеримент. Задача, яка розв’язується в методі опорних векторів, може бути представлена в такому вигляді: знайти
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 смуги неправильної класифікації точок навчальної вибірки (що відповідає цьому розв’язку) буде дорівнювати 
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Ширина 
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 смуги неправильної класифікації, одержана при розв’язуванні задач (5)–(8) або (10)–(14) дорівнює 
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 – значення одержаного найкращого наближеного розв’язку.

Задачі генерувалися випадковим чином. Точки в навчальній вибірці для кожного класу генерувалися згідно з рівномірним розподілом всередині одиничного куба. Ці куби зміщені відносно один одного по першій координаті так, що відстань між ними дорівнює 5.

Оцінка якості класифікатора – це ширина смуги, за межами якої точки навчальної вибірки класифікуються правильно.

Параметри задач: розмірність n простору ознак 
[image: image128.wmf]n

R

 – 2;

Кількість точок у навчальній вибірці – 20, у кожному класі – 10.

Спочатку розв’язувалася лінійно розділима задача. Потім формувалося сімейство лінійно нерозділимих задач (множин): ітеративно, шляхом переміщення на поточній ітерації по одній точці кожного класу в протилежний. За 10 ітерацій всі точки одного класу переміщуються в інший і навпаки.

Моделі були реалізовані на мові AMPL. Для розв’язання згенерованих задач використовувалася програма SNOPT з пакета AMPL. Результати наведені в табл. 1.
Таблиця 1 – Ширина смуги неправильної класифікації для різних моделей, де Model1 відповідає задачі (5)–(8), Model2 – сукупності задач (10)–(14), SVM – задачі (29)–(32).

	№ ітерації
	Model1
	Model2
	SVM

	1
	0.421868
	0.300823
	5.65662

	2
	0.285364
	0.202509
	5.12541

	3
	0.302455
	0.214519
	3.39979

	4
	0.715318
	0.505828
	0.803079

	5
	0.821869
	0.581366
	0.889419

	6
	0.81199
	0.574775
	0.944554

	7
	0.330983
	0.234592
	0.433343

	8
	0.533147
	0.378151
	4.12673

	9
	0.533147
	0.378151
	6.08425


Отримані результати показують перевагу запропонованого підходу, якщо якість сформованих класифікаторів оцінюється шириною смуги неправильної класифікації. Ці результати слід вважати попередніми, в подальшому передбачається провести розширені експерименти такого роду для різних класів задач.
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